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... LE"PHEOREME DE
CHEVALLEY- WARNING
’ FT 1A PREUVE DU THEOREME
D’'ERDOS-GINZBURG-ZIV.

Théortime {Chevalley-Warning}. Soit (f,).ea une fomille de polynémes de K| X,, ..., X,

indexée par un ensemble A. On suppose que les deqrés de ces polyndmes vérifient :

E deg(f,) < m.

atd

On pose V C K™ Pensemble des points ot fous les f, s’annulent simultonément. Le
cardinel de V' wérifie :
cerd(V) =0 [p].

PreUVE. On considare le polyndme :

P=Tla- s

agd

et on va faire ¢a progressivement :

(1) I est clair que Pz) = Ox si & € V el il existe @ € A4 tel que fo(z) £ 0
alors, puisque «que K* est cyelique d'ordre ¢ — 1, on a f2'(z) = 1k et done
P{z) = 0g. Finalement, en définissant S{f) = EEEK“* (z}) € K powr tomt
polyndme f € K|X,... ,Xm], ona:

S(B)y= Y Px) B cand(V) MQJ

nEKM
.

{2) On va montrer que S(P} = Og. D'abord, ln condition 3, . deg(f,) < m entraine
deg(P) < mfg —1). I sufiit donc de montrer §(X™) = Oy pour tout multi-indice
w=(1t1,...,y,) tcl que ¥ oo, u; < m(g — 1). Par le princips des tiroirs, il existe
un indice 7 tel que u; < g — 1, On calente

S0 = SIS} AP Xa).
(3) Ah oui, mais si 4 € I{* est un génératenr de K* et avec la convention 0" :$ :

Xm) Z:‘Ju. _ E {,U,r)m — ,‘;u; (;{Xm)

2l 4 aEKX

Comme w; < g — 1, on st siir que y* # 1g ef done S(X*) =0= 5(X").
( [m\mg '\?/05»?4?--4, 1
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{4) En conclusion, on a montxé :
card(V)1g = Ok
et comme K est de caractéristicpie p, on a bien :
card(V) =0 [p].
O

Théoréme (Brdis-Ginzburg-Ziv). Soitn € N. Parmi 2n—1 entiersay, ..., 0zu_y, 00
peut oujours en trouver n dont la semvne est divistble por n. En plus, ¢’est optimal,

PrEUVE. Il faut commencer par :
Fitape 1. Le cas ot Pentier i est premier auguel cas i sera noté p.

On sa place dans le corps K = F,, et notern @ la classe modnlo p de o € N. On
va appligue le théoréme de Chewlley-Warning avec les polyndmes ;

ap-1 2p—1
P](X],...,Xgp_1)= ZXI’_I et PQ(Xil"'!XE}J"])= EﬁiX{P_l‘
fee1 i=1

Puisque 0 € K%~ st une racine commune 4 ces polyndmes, on est assuré de Pexis-

tenca d’une tacine on triviale notde {w,. ., Tep_1). Iy & dewux choses & voir :

(1) D’abord comme .'nfﬁj = 1k 81 x; # O et 9:!’4 = (O sinon, on en déduit (toujours
ear K ost de caractéristique p) que la relation Py, ... &) = Og implicue
qu’il existe trés exactement p éléments «x,,,, ..., @, non nuls,

(2) Clest fini en considérant la deuxidme relation Py(z1,. .., @ep—1) = Ok puiscuie :
P »
. — a5 -1 _ -
OK = Pﬂ(mln . )IZ;}—I) = Z ﬂ‘n,‘m;ﬁ‘- - E (o
=1 i=1

E:‘tape 2. Le cos géndéral ot Uentier p redevient n € N.

On va procéder par récurrence {forte) sur n € N. L'initialisation pour n = 1 n'est
pas difficile. Supposons done le résultat montré jusqu’su rang rn — 1, n > 1. 5i n est
premier, c'est Pétape 1, sinon on écrit n = pn' avec p premier et n' < n.

(1} On éerit 22— 1 = (20 — 1)p+ p — 1 et par hypothése de récurrence on penut
constritire {2n’ — 1) sous-ensembles disjoints de & = {a),...,as,—1} de la fagon
suivante : pour ¢ € {1,...,2n' — 1}, By C B\ {E1U... U Fi_1) est de cardinal p
et la somme de ses élnm(,ntq ost divisible par p. A la fm, EN (B UL U Bypy)
est de cardinal p — 1 ¢t on ne pent plus continuer,

(2) Pour i € {1,...,2n" — 1}, on note 8; la somme des léments do Iy et s, = pel.
On applique encore 'hypothése de réeurrence avee les s} @ il existe kl, oy ke tel
que ' divise 5] .., + &,

at




(3) Pour conclure, il sullit de considérer le sous-ensemble

n
UEch < {(L|,. . -,“‘Qn——l}
i=1

qui est de cordinal pn’ = n et dont la sotmme de ses dléments vaut

!

Zb’”J = pzsh

aui est divisible par pn’ = a.

Dtape 8. Le vésultat est optimal,

On congidare {2n — &) entiers parmi lesquels (n ) valent 0 ef {n — 1) valent 1.

On ne peut; ém‘; holi'ver T elunents d?nt la somme soit dnnsllble par i, pumqufllg@%ﬁ

toujolrs inférfeure & n db strictemenyl positive.
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